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Streszczenie

W pracy przedstawione sq metody wyjasniania nieadekwatnaéci modelu
logarytmiczno-liniowego wielowymiarowej tablicy kontyngencji za pomoca
testowania zgodnosci modeli implikowanych. Podane sq procedury testowania
indywidualnego oraz Jednoczesnego modeli implikowanych. Dyskutowany jest
problem wyboru rodziny modeli implikowanych, w szczegolnosci dla klasy
tzw. modeli rozkladalnych. Przedstawiona jest przykladowa analiza tablicy
kontyngencji uzyskanej w  badaniach dotyczacych odpornos$ci odmian
rzepaku na choroby grzybowe.

1. WSTEP

Analiza wielowymiarowych tablic kontyngencji za pomocg modelu
logarytmiczno-liniowego stuzy do badania zaleZnosci (interakcji) wielu
zmiennych dyskretnych obserwowanych w pewne j populacji. Podstawy
teoretyczne tej analizy przedstawione s3 m.in. w monografiach Bishop,
Fienberga i Hollanda (1°75), Habermana (1978), Placketta (1981) i Wickensa
(1989),przegladowych pracach Imrey’a, Kocha i Stokes (1981,1982) oraz w
pracy Czajki i Krajewskiego (1986).

W niniejszej pracy przedstawiamy procedury maj3ce zastosowanie w
sytuacji, gdy pewien model logarytmiczno-liniowy tablicy kontyngencji
zostanie uznany za nieadekwatny do sytuacji zaobserwowanej. Celem analizy
statystycznej jest wtedy wyjasnienie nieadekwatnosgci poprzez weryfikacje
modeli bardziej szczegdétowych. Metody opisane w pracy s3 wtasciwe dla
tablic generowanych przez dowolng liczbe zmiennych. Przedstawiona dyskusja
obejmuje cata klase hierarchicznych modeli logarytmiczno-liniowych. W swej
warstwie teoretycznej metody bazuja na pracach Gabriela (1966) oraz

Goodmana (1971) dotyczacych tablic dwuwymiarowych i modelu niezaleZnosci.

St owa kluczowe: tablice kontyngencji, model logarytmiczno-liniowy,
model implikowany, testowanie jednoczesne,
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2. TABLICA KONTYNGENCJI I MODEL LOGARYTMICZNO-LINIOWY

S-wymiarowa tablica kontyngencji powstaje w wyniku obserwacji S
s* Wéréd tych
zmiennych wyrézZniamy czynniki, to 2znaczy zmienne ktére a priori dziela

zmiennych dyskretnych, ktére oznaczamy dalej przez Al....,A

badang populacje na warstwy, oraz zmienne losowe. Odpowiednio do takiego
rozréznienia dzielimy 2zbiér numeréw zmiennych »F = {1,2,...,S} na dwa
podzbiory: zbiér numeréw czynnikéw rl i zbiér numeréw zmiennych losowych
rz. W dalszych rozwazaniach bierzemy pod uwage tylko takie sytuacje, w
ktérych rz-o, gdyz przy r2=o struktura populacji ze wzgledu na obserwowane
zmienne, okreslona przez liczebnos$ci préb pobranych 2z poszczegdlnych
warstw, jest catkowicie znana przed przeprowadzeniem dos$wiadczenia i nie
moze podlegaé¢ analizie statystycznej. Nie wykluczamy natomiast sytuacji, w
ktérych r1=o; tablica powstaje wtedy w wyniku obserwacji S zmiennych
losowych w jednej populacji.

Oznaczmy dalej przez T(a), gdzie a jest dowolnym podzbiorem zbioru 7,
liczbe podklas tablicy generowanej przez zmienne As, s € a. Liczba ta
wynosi

T(a) = 'NxE ’
s€a =

gdzie Is oznacza liczbe kategorii zmiennej As' Przy takim oznaczeniu,
liczba wszystkich podklas tablicy zapisana moze by¢é jako T = T(P), zas$
F - T(fl). Niech
Yy = (yl,...,yT)’ oraz p = (pl,...,pT)' oznaczaj3a odpowiednio wektor

liczebnosci obserwowanych podklas tablicy oraz wektor nieznanych

liczba warstw wyznaczonych przez czynniki jako T

prawdopodobiennstw zdarzehhi polegajacych na 2zaliczeniu elementu préby do
poszczegélnych podklas (identyfikujac podklase za pomoc3g jednego wskaZnika
t (=1,2,...,T) zaktadamy, iz podklasy s3 uporzgdkowane kolejno wediug

kategorii pierwszej, drugiej,..., S-tej zmiennej). Zaktadamy, Ze tablica
jest kompletna, co oznacza iz Py > 0, t=1,...,T. Mamy réwniez:
GlySSEINROSLET VIS IDE=a v h=1,...,T,

gdzie Nh oznacza liczebno$é préby pobranej z h-tej warstwy, natomiast
= (chl.....chT)’, pPrzy czym

{ 1% jezeli t-ta podklasa nalezy do h-tej warstwy,
c =
ht

0, w przeciwnym wypadku.

Sposéb uzyskania tablicy kontyngencji powoduje, iz wektor y stanowi
obserwacje zmiennej losowej o rozkladzie iloczynowo-wielomianowym, to
znaczy rozkiadzie okreslonym funkcja prawdopodobienstwa bedaca iloczynem
TF funkcji opisujacych rozkiad wielomianowy (por. np. Bishop i in., 1975,
str.63). Wektor wartosci oczekiwanych zmiennej o takim rozkitadzie to

wektor m = (ll,...,nT)'. przy czym m , jezeli t-ta podklasa nalezy

t = NpPe
do h-tej warstwy. Speiniony jest oczywidécie warunek Cﬁl = Nh ¥ h=1,...,TF.
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Jezeli r1=o, to rozkitad iloczynowo-wielomianowy sprowadza sie do rozkladu
wielomianowego.

WprowadZmy teraz pewne oznaczenia niezbedne do =zapisania modelu
logarytmiczno-liniowego tablicy kontyngencji. Niech Q oznacza 2zbiér
(rodzine) wszystkich 0,1,2,...,S-elementowych uporzgdkowanych podzbioréw
zbioru P. Niech dla dowolnych elementéw a, B zbioru Q takich, ze a < B8 i

B = 0, Xg oznacza macierz postaci

8
“-98 (2.1)
a = 85,

gdzie 8 oznacza operator iloczynu kroneckerowskiego, natomiast

II V. B € a,
B = s
s II y 8 € B\a,
s

pPrzy czym II i 11 oznaczaja odpowiednio macierz jednostkowa stopnia Is
s s
oraz Is-wymiarowy wektor jedynek (w wypadku gdy B=F dla oznaczenia

macierzy zdefiniowanej przez (2.1) uzywaé¢ bedziemy symbolu Xa).
Przy wprowadzonych oznaczeniach, model logarytmiczno-liniowy tablicy

kontyngencji mozna zapisaé¢ w postaci

Log m = (2.2)

ag‘xaua :
gdzie A Q , a u,  oznacza wektor nieznanych parametréw zwigzanych =z
zaleznod$ciami zmiennych losowych (badz wptywami lub interakcjami
czynnikoéw) As' s € a (przy A =0Q zapis (2.2) przedstawia tzw. model
nasycony). Ograniczajac rozwazania do klasy modeli hierarchicznych moZemy

podaé¢ réwnowazZne przedstawienie modelu w postaci

Log m = E X
acg (M)

oY ! (2.3)
gdzie §(M) oznacza zbiér elementéw maksymalnych zbioru A ze wzgledu na

relacje zawierania, lub, oznaczajgc przez X macierz dzielong zloZong z

g(A)

macierzy Xa, a € (M), w postaci

Log m € R(X (2.4)

g

gdzie R(X) oznacza przestrzen rozpieta na kolumnach macierzy X. Zbiér §(A)
nazywany jest klasg generujaca modelu. W dalszym ciggu symbolu A bedziemy
uzywaé takze dla okreslenia samego modelu logarytmiczno-liniowego bedjcego
przedmiotem rozwazan; postugiwaé sie tez bedziemy sformulowaniem "model o
klasie generujacej §g(M)". Ograniczamy przy tym rozwazania do modeli

spetniajgcych warunki

v =p . (2.5)
oraz

P, e A . (2.6)
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Pierwszy z nich oznacza, 2Ze w modelu A wystepuja parametry dotyczace
wszystkich obserwowanych zmiennych losowych. Drugi zZwigzany jest =z
konieczno$cia uwzglednienia w modelu struktury préb losowych pobranych z
poszczegédlnych warstw.

Przypomnijmy teraz podstawowe, znane z literatury fakty dotyczace
analizy statystycznej modelu logarytmiczno-liniowego. Ocene najwiekszej
wiarygodnosci ﬁ wektora liczebno$ci oczekiwanych m przy prawdziwosci
modelu A otrzymuje sie rozwigzujgc ukitad réwnan

x&- = X&y 5 ae€ g(Aa) . (2.7)

Jedna z metod numerycznych prowadzacych do rozwiazania uktadu (2.7) Jjest
metoda iteracyjnego dopasowania Deminga-Stephana. Test zgodnos$ci modelu A
oparty jest na statystyce ilorazowej postaci

G%(M) = 2y’ (Log y - Log @) (2.8)
ktéra ma asymptotycznie rozktad xz o liczbie stopni swobody
v=T- ¥} il fEea1) -1 . (2.9)
ael sea

Uznajemy wiec, Ze model A jest zgodny, gdy

P(x2(v) > 2(M)} > a , (2.10)

gdzie xz(v) oznacza zmienn3 losowa o rozktadzie 12 z v stopniami
swobody, natomiast a jest zadanym poziomem istotnos$ci, lub, réwnowazZnie,
wtedy gdy

a(m) < vy (2

gdzie xi(v) oznacza odpowiednia wartos$é krytyczng rozktadu 12.

Rozwazmy na koniec tego paragrafu pewne =zaloZenia 2zwi3gzane z
wprowadzonym modelem probabilistycznym tablicy, ktére okaza sie istotne w
odniesieniu do modeli rozpatrywanych w paragrafie 3. Pierwsze 2z tych
zat ozenh méwi iz podklasy tablicy, definiowane poprzez zbiory kategorii
poszczegblnych zmiennych, s3 ustalone a priori. Drugie zalozZenie dotyczy
wielkosci Nh' ktére traktowane s3 jako znane stale. W wiekszo$ci sytuacji
praktycznych zatozenia te s3 spelnione. Jest tak wtedy, gdy przed
przeprowadzeniem losowania znamy wszystkie mozliwe stany elementéw
populacji ze wzgledu na kazda zmienng As' s € P, oraz Jjezeli wielkos$é
préby moze by¢ ustalona z géry. Czesto jednak mozemy mieé watpliwo$é co do
speinienia rozwazanych warunkéw. Szczegélnie w pewnych badaniach typu
"obserwacyjnego" (np. badania populacji naturalnych, badania medyczne),
préba pobierana jest w sposéb sekwencyjny i proces ten, z réznych
wzgledéw, jest w pewnym momencie przerywany. Liczebnogé préby nie jest
wtedy stata (jest zmienna losowa), a takze nie mamy pewnosci, czy w probie
reprezentowane s3 wszystkie kategorie badanych zmiennych. Pomimo to, w

sytuacjach takich stosuje sie zaréwno model iloczynowo-wielomianowy, jak i
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metode analizy struktury tablicy za pomoca modelu logarytmiczno-liniowego.
Jest to sluszne dop6ty, dopéki wnioskowanie w takich sytuacjach traktuje
sie Jjako warunkowe, to znaczy dotyczace "zaobserwowanych" kategorii
zmiennych przy uzyskanej wielkoéci proéby.

3. MODELOWANIE PODTABLIC

3.1. Okre$lenie modelu implikowanego

Oznaczmy cata tablice generowang przez zmienne Al""'AS symbolem 7.
Niech Xs, s € P, oznacza pewien Ks-ele-entowy podzbidér zbioru kategorii
zmiennej AS. Zatozymy, iz Xs skiada sie przynajmniej z dwéch elementéw.
Przez rl oznaczmy podtablice tablicy 7 utworzong z podklas
odpowiadajacych elementom iloczynu kartezjanhskiego X.x ... x X.. Jezeli

1 S
wprowadzimy oznaczenie

T,(a) = slelaxs )
to liczbe podklas T1 zapiszemy jako T1 = Tl(f).

Dla przeprowadzenia rozwazalh dotyczacych modelu tablicy 71. oznaczmy
przez W macierz o elementach réwnych 0 lub 1 "wybierajaca" z wektora m
liczebnos$ci oczekiwane podklas nalezacych do tablicy 71. Macierz taka
mozna zapisaé w postaci

w = evs R (3.1.1)

sepP

gdzie z kolei Vs, s € P, jest macierz3 stopnia st Is’ ktérej wiersze to
wektory jednostkowe odpowiadajace kategoriom zmiennej A8 nalezgcym do
zbioru xs, a wiec macierza "wybierajaca" odpowiednie kategorie danej
zmiennej. Uzywajac macierzy W, mozna wektory liczebnosgci oczekiwanych i
obserwowanych tablicy Tl zapisaé odpowiednio w postaci Wm oraz Wy.
Jezeli dodatkowo zdefiniujemy macierz W, Jjako taka ktéra wybiera =z
wektora m liczebnos$ci oczekiwane podklas nie nalezgcych do Tl, to mozna

zauwazyé¢, iz wektor Um, gdzie
=[-] &
v

sktada sie z liczebnosci oczekiwanych tablicy 7 uporzadkowanych w ten

sposéb, iz pierwsze T1 sktadowych to 1liczebnos$ci podklas Tl,

pozostate 'I‘--T1 sktadowych to liczebnos$ci podklas nie nalezacych do 7

zas
1

Zastandéwmy sie dalej nad strukturg wektora Wm przy prawdziwosci
dowolnego modelu A tablicy 7. Wykorzystujac zapis (2.3) mamy

Log Wm = W Log m = Y WXu . (3.1.2)
asg (M)

Zgodnie z (3.1.1) oraz (2.1)

w_ = Qv. @B
@ ger ®ser ®
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gdzie

II » s€a ,
B_ = s
II ’ 8 & YSa. .,

Korzystajgc z wlasnodci iloczynu kroneckerowskiego oraz zauwazaj3gc, iz

va’Is = lxs, otrzymujemy

bl

w = Bc

ser S

gdzie

Ze wzgledu na tozsamosci

moZemy dalej zapisaé, iz

gdzie
IK )y BER
Ds n IK y S€fa,
s
lub
'Xa = zh'a »
gdzie
v = Qv
a geq ™
Jest macierza wybierajgca sposréd kombinacji kategorii zmiennych As, se€a,
te, ktére nalezg do podtablicy Tl, natomiast Za Jjest postaci
analogicznej do Xa (réznica miedzy tymi macierzami tkwi tylko w

rozmiarach definiujacych je wektoréw 1 i macierzy I). Wracajac wiec do
(3.1.2), mamy

Log Wm = Y ZWu
acg(a) ¢ ¢
lub inaczej
Log Wm = Zw E (3.1.31
acg(a) * ¢
T, (a)
gdzie \ J% 'aua, acf (M), jest pewnym wektorem z przestrzeni R . Zapis

(3.1.3) oznacza, iZ model analogiczny do modelu A Jjest prawdziwy dla
podtablicy Tl bedacej fragmentem tablicy 7. Inaczej méwigc, prawdziwosé
dowolnego modelu A dla tablicy 7 implikuje prawdziwosé analogicznego
modelu dla podtablicy 71. Sformutowanie "model analogiczny" rozumieé tu
nalezy jako model tablicy o innej liczbie podklas, jednak opisujacy te
sam3 strukture wektora liczebnosci oczekiwanych. Stosujac symbol A[7] dla

oznaczenia modelu A dla tablicy 7, wykazany pPowyzej zwigzek zapiszemy w



51

postaci implikacji
ALT] =» ‘[71] fas (3.1.4)

ktéra uzasadnia nazywanie l[TI] modelem implikowanym przez A[F].

ZauwazZmy dalej, iz postaé (3.1.3) modelu ‘[71] mozZna zapisad
réwnowaznie jako

Log Wm € R(%(‘)) ’

1 T,
Log Wm € R ,

(3.1.5)

gdzie Z‘(‘) Jest macierzg dzielong zloZon3 z macierzy Za, acG(A). Taki
zapis koresponduje 2z postacia (2.4) modelu ogélnego A[Y] i wskazuje, ze
model implikowany A[Tll moZemy rozumieé¢ jako model catej tablicy 7T
nakiadajacy efektywne ograniczenia tylko na liczebno$ci oczekiwane podklas
podtablicy Tl.

Nalezy w tym miejscu poczynié¢ wazn3 uwage zwigzana ze stosowalnoscia,
w rozpatrywanej tu sytuacji, modelu probabilistycznego podanego w
paragrafie 2. Poniewaz Wy jest wektorem obserwowanych 1liczebnosci

podklas tablicy Tl, to N1 = 1% Wy Jjest réwne liczebnogci w pobranej
1

préobie losowej tych elementéw, ktére zaliczone zostaty do podklas tablicy
7 nalezacych do 71. Jezeli 71-0 i tablica Tl Jjest wybrana w ten sposéb,
iz obejmuje wszystkie podklasy tablicy 7 odpowiadajace pewnym wybranym
kombinacjom kategorii czynnikéw As, serl, to wartosdé N1 Jjest stata. Jest
ona réwna liczebnosci jednej (lub sumarycznej liczebnos$ci kilku) =z
niezaleznych préb skitadajacych sie na cala pobrang prébe losowag. Wtedy tez
odpowiedni model iloczynowo-wielomianowy mozZe bydé stosowany do
obserwowanej podtablicy kontyngencji. Jezeli wymienione warunki nie s3
spetnione, a wiec gdy f1=0, lub gdy podtablica T1 nie jest wybrana w
okreslony powyzej sposéb, to N1 jest zmienna losowa i odpowiednie modele
probabilistyczne nie maj3 =zastosowania. Wspomnijmy Jjednak uwage
kohczaca paragraf 2. Zgodnie 2z nig, fakty dotyczace tablicy 7 moZemy
stosowaé w odniesieniu do podtablicy Tl’ Jjezeli zalozymy iz N1 Jjest
stata, réwng wartodfci zaobserwowanej. Widaé jednak, iz skutkiem tego jest
pewna "warunkowos$é" wnioskéw wypowiadanych o tablicy Tl. E

Zajmi jmy sie dalej wyznaczeniem oceny najwiekszej wiarygodnosci m
wektora liczebnos$ci oczekiwanych m przy prawdziwos$ci modelu 1[71].
Wykorzystamy w tym celu posta¢ (3.1.5) modelu implikowanego. Stosujgc wzér

(2.7) wnioskujemy iz = otrzymamy jako rozwigzanie uktadu réwnafi

v e B B
of) ¥ w OV LaE w
T1Ty T-T,

Uktad powyzszy mozna przeksztalcié¢ do postaci

{%é(n):f = fé(a)" . (3.1.6)

Wm = Wy .
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Widoczne jest wiec, Ze wektor ': ocen liczebnos$ci oczekiwanych podklas
nalezacych do Tl mozna wyznaczy¢ zakladajac dla Wm prawdziwo$é modelu A
i postepujgc tak jak gdyby Wy bylo cata tablica kontyngencji. Natomiast
oceny oczekiwanych liczebnos$ci podklas nie nalezacych do Tl s3 réwne
odpowiednim liczebno$ciom obserwowanym.

Powyzsze wnioski dotyczace oceny : wykorzystamy teraz do wyznaczenia
statystyki ilorazowej sluzgcej do testowania zgodnos$ci modelu A[rll.
Zgodnie z (2.8), mamy

Gz(llrll) = 2y’(Log y - Log :) = 2y'U’U(Log y - Log :)

= 2y’W’[Log Wy + Log Wy - Log v - Log i:].
Biorac pod uwage (3.1.6), otrzymujemy
G2(Al7,1) = 2y’W’ (Log Wy - Log Wa) . (3.1.7)

Statystyka ta, przy prawdziwo$ci modelu 1[71], ma asymptotycznie rozklad
lz o liczbie stopni swobody Vys Przy czym, zgodnie ze wzorem (2.9),

vy =T, uE; sEa(x’ ) B R (3.1.8)

W Swietle powyzszych rozwazan interesujace jest znalezienie relacji

pomiedzy statystykami sluzjacymi do badania zgodnogci modeli A[7] i 1[71].

Biorac pod uwage implikacje (3.1.4) oraz monotonicznos$é statystyki Gz ze

wzgledu na zawieranie przestrzeni definiujgcych modele
logarytmiczno-liniowe (Bishop i in., 1975, str.523), mamy

c2(arry) » cz(A[rll) ” (3.1.9)

Wymienione statystyki mog3a sluzyé do testowania zgodnosci A[7T] pod
warunkiem i2 prawdziwy jest ‘[71], bowiem

G?(atr1|atr 1) = c(arr)) - cRarr,) . (3.1.10)
Zapisujac (3.1.10) w postaci
2 g2 2
GT(A[T]) = 6™(a[7]) + @ (A[r]IA[TI]) (3.97179

wnioskujemy, iz statystyke testujaca zgodno$é modelu A w tablicy 7 moZna
rozlozyé na dwa skiadniki, z ktérych jeden opisuje zgodno$é¢ modelu A w
dowolnej podtablicy 71, a drugi zgodno$é¢ M w 7 pod warunkiem, iz A jest
prawdziwy w 71. Stesujgc (3.1.11) nalezy pamietaé, iZ w ogélnosci
statystyka GZ(AIY]IA[TI]) ma asymptotycznie rozktad 12 o liczbie stopni
swobedy v-vy tylko prazy prawdziwos$ci medelu A[7] (Bishep i in., 1975,
str.524). W praktyce stuzyé ona moze do oceny poprawy zgodnofci modelu
logarytmiczno-liniowego wynikajacej z przejsécia od "prostszego" (w sensie
liczby parametréw) modelu A[7] do "bardziej skomplikowanego" modelu
1[711.
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3.2. Badanie zgodno$ci wielu modeli implikowanych

Z praktycznego punktu widzenia interesujace jest rozpatrzenie
sytuacji w ktérej, po stwierdzeniu nieadekwatno$ci modelu AlT],
przeprowadza sie testowanie zgodnos$ci tego modelu dla wielu podtablic
tablicy 7. Podtablice moga byé wyrézZnione a priori lub wybierane w trakcie
oblicze. Poszczegélne modele implikowane moZna testowaé w sposéb
indywidualny, to znaczy za pomoca zwyklej procedury opartéj na statystyce
Gz postaci (3.1.7), przy ewentualnym wykorzystaniu dekompozycji (3.1.11).
Pozwala to na kontrole prawdopodobiefistwa popetnienia biedu I rodzaju w
kazdym 2z przeprowadzonych testéw. Czesto jednak wszystkie modele
implikowane bedace przedmiotem zainteresowania traktuje sie jako rodzine
modeli. Niezbedne Jjest wtedy zastosowanie procedur testowania
Jednoczesnego. Procedury te umozliwiaja kontrole prawdopodobiefistwa biedu
polegajgcego na stwierdzeniu nieadekwatnosci przynajmniej Jjednego
prawdziwego modelu. Podaniem takich procedur zajmiemy sie w dalszym ciggu
tego paragrafu. Na ystepie sprébujemy pokazaé, w jaki sposéb pewne relacje
pomiedzy zbiorami podklas wyréznionych podtablic wplywaja na wybér
procedury testowej oraz na zwigzki pdiiedzy zastosowanymi testami.

Rozpatrzmy najpierw wypadek, w ktérym dla dwéch spoéréd wyréznionych
podtablic, powiedzmy dla Tl i 72’ prawdziwa jest (w sensie zawierania
gbioréw podklas) relacja 72 G 71. Stosujgc rozumowanie analogiczne do
przedstawionego w paragrafie 3.1 mozna pokazaé, iz A[TZ] Jjest modelem
implikowanym przez A[Tll. a wiec uzasadnione jest rozwazZanie testu
ggodnosci 1[71] pod warunkiem prawdziwosci A[Tzl. Odpowiednia statystyka
testowa ma (analogiczng do (3.1.10)) postaé

2 LN X% 2
G(ALT T|AL7,]) = GT(Al7,]) - G°(ALT,]) . (3.2.1)

Ze wzgledu na relacje 72 c Tlc 7, uzasadnione jest tez w tym wypadku
wykorzystanie, wynikajacej z (3.1.11) i (3.2.1), dekompozycji statystyki

G2(A[7]) postaci
2 2 2 2
GE(A[T]) = GE(AIT]|AL7 1) + GZ(ALT 1|AL7,)) + G2(AL7,]) .

Sugeruje ona mozliwo$é postepowania hierarchicznego pozwalajacego ocenié
poprawe zgodnos$ci przy przejséciu od modelu A[7] do 4[71] oraz od A[TI]
do A[Tzl.

Przedstawione powyZej uwagi przenosza sie na sytuacje ogélng, w
ktérej R wyrd6zZnionych tablic spetnia warunek
TRC TR-I C ... C rl .

Zajmijmy sie z kolei wypadkiem, w ktérym dwie spodréd wyr6Znionych
tablic, oznaczone znowu przez Tl b i 72, s3 roziaczne (T1 n Tz ='®).
Dodatkowo rozwaZmy model tablicy 7 powstajacy przez koniunkcje modeli
‘[TI] i AITZ], a wiec model stanowigcy iZ ograniczenia nakladane na

liczebnosci oczekiwane przez model M s3 spelnione wewnatrz obu podtablic
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71 i Tz. Oznaczmy taki model symbolem A[f ,T ]. Przeprowadzajac
rozunowanie podobne do przedstawionego w paragrafie e l mozna pokazaé, iz
ocena -12 wektora m przy prawdziwodgci modelu A[rl,r ] spetnia zwiazki

~
VR, =wE

'z=1z = -zzz . (3.2.2)

—_— -
w -12 =Wy ’

Przy czym '1, '2 oraz W oznaczaj3 odpowiednio macierze wybierajace
liczebnos$ci podklas nalezacych do 7 » nalezacych do fz oraz nie nalezacych
ani do rl ani do 72' natomiast -1. -2 oznaczaja oceny wektora liczebnosci
oczekiwanych przy prawdziwogci odpowiednio ‘[71] i 1[72]. Wzory (3.2.2)
wyrazaja fakt, 2e przy prawdziwosci l[Tl,Tz] oceny liczebnosci
oczekiwanych podklas nalezacych do 71 83 takie same jak przy prawdziwosci
‘[71] oraz oceny liczebnofci ocgzekiwanych podklas nalezacych do Tz 83
tdkie same jak przy 1[72]. Dla pozostatych podklas oceny te 83 réwne
liczebnOSclo- obserwowanym. Przechodzac do wyznaczenia statystyki
G (1[71,7 1), otrzymujemy z (2.8)

?(A[7,7,1) = 2y'[Log y - Log =]

= 2y'V’V [Log y - Log m,]

gdzie U’ = [W! : 'é : W']. Stad

G2 (A7 ,,7,1) = 29 ¥illog ¥,y - Log W,,,]
+ 2y’ ' [Log W 2y - Log '2-12]
+ 2y’W’[Log Wy - Log '-12] s
za$ po uwzglednieniu (3.2.2) i (3.1.7)
c®(atr,,7,0) = ¢®(atr 1) + a(arr,)) . (3.2.3)

Tak wiec statystyka stuzgca do testowania zgodnosci A[Tl.T ] Jest sumg
statysty“ stuzgcych do testowania l[r J bl S l[r ]. Przy tym, G (A[T 1) i
G (A[T 1) sa niezalezne, jezeli Tl i Tz naleza do réznych warstw"
tab11cy 7 wyznaczonych przez pewien czynnik As’ s € rl; W przeciwnym
wypadku s3 one asymptotycznie niezaleZne (Goodman, 1968; Gillula, 1985).
Wzér (3.2.3) sugeruje mozliwosgé tatwego uzupelnienia testéw zgodnosgci
modeli A[Tll i A[Tz] testem zgodno$ci modelu 1[71,72] Przy uzyciu
statystyki opartej na v1+v2 stopniach swobody.

Kontynuujac rozpatrywanie tablic roztgcznych, zauwazZmy iz A[Tl,TZ]
Jjest réwniez modelem implikowanym przez ALT]. Stosuj3c (3.1:.41)
otrzymujemy

c*(arr1) = GP(at7 ,7,1) + GE(ALr)iALr,,7,0)
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oraz uwzgledniajgc (3.2.3)
c*(arr) = a®(alr,)) + a®(al7,1) + G2 (ALT1IALT,,7,0) . (3.2.4)

Interpretacja takiej dekompozycji jest analogiczna do interpretacji
dekompozycji opisanej wzorem (3.1.10).

Podane fakty moZna uogélnié na sytuacje, w ktérej R wyréznionych
tablic speinia warunek frn fr, = @, ry,v’= 1,...,R, r=r’, Oznaczajac
symbolem A[Tl....,TR] model powstajacy przez koniunkcje warunkéw
naktadanych przez modele A[Tr], r=1l,...,R, dochodzimy zgodnie z £3:2.9) .4
(3.2.4) do wzoru

c2(arr]) = Gz(n[rl....,rnl) + Gz(A[T]IA[rl,...,rn]), (3.2.5)
gdzie

2 % o2
1oy = T . 2.
GT(Aal7, 1) r§1 Go(arr 1) (3.2.6)

PrzejdZzmy do podania procedur odpowiednich dla Jednoczesnego
testowania zgodnos$ci rodziny modeli implikowanych (A[Tr]; r=l,...,R}.
Rodzine te, uzupeiniona modelem ‘[7R+1] = A[T], oznaczymy symbolem ¥.
Ograniczymy sie przy tym do sytuacji, w ktérej koniunkcja warunkéw
nakiadanych na wektor m przez wszystkie modele llrr], r=1,...,R, jest
réwnowazna modelowi A[7], co zanotujemy jako

AlT] c-o.l[Tl,...,TR] 5 (3.2.7)

Jakkolwiek nie jest to warunek konieczny zastosowania procedur testowania
Jjednoczesnego, to jednak w praktyce wybér ¥ winien byé zgodny z (3.2.7).
Wynika to z faktu, iz celem analizy modeli implikowanych Jjest wyjadnienie
nieadekwatnos$ci modelu A[7]. Ponizej podajemy dwa jednoczesne testy
zgodnos$ci rodziny modeli ¥ otrzymane przez uogélnienie wynikéw Gabriela
(1966) oraz Goodmana (1971), przy wykorzystaniu ogélnej teorii testéw
Jjednoczesnych rozpatrywanej m.in. przez Gabriela (1969) i Millera (1981)
(patrz réwniez Calinski i in., 1979).

Pierwszy z testéw, oznaczany dalej symbolem STP1, jest oparty na
statystyce ilorazowej G2 okreslonej przez (3.1.7). Przy ustalonym poziomie
istotnos$ci a, zaleca on uznaé dowolny model A[Tr] € ¥ za nieadekwatny
wtedy, gdy

Pty 1) > 22w (3.2.8)

(por. warunek (2.10)). Test ten jest (zgodnie z terminologia Gabriela,
1969) konsekwentny, co oznacza 2zZe adekwatno$é modelu AM[7] pociaga
adekwatnosé wszystkich modeli implikowanych (lub 2Ze nieadekwatno$é
ktéregokolwiek z modeli implikowanych pocigga nieadekwatnos$é modelu AlT]).
Wiasnosé ta wynika bezposrednio g monotonicznos$ci statystyki 62.

Prawdopodobiefistwo stwierdzenia nieadekwatnosci co najmniej Jjednego
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prawdziwego modelu l[Tr] wynosi a, gdy zgodny jest model A[7] (por.
twierdzenie 5.1, Calinski i in., 1979). Natomiast prawdopodobienistwo ar
stwierdzenia nieadekwatnosci dowolnego prawdziwego modelu L[Tr] mozZna
wyznaczyé ze wzoru

a s P(zz(vr) > zi(v)} " (3.2.9)

gdzie lz(vr) Jest zmienn3a losowa 12 o liczbie stopni swobody )

odpowiadajacej modelowi A[Tr]. Z wltasnos$ci rozktadu 12 oraz z tego, 2e
dla dowolnego A[Tr] € ¥ zachodzi nieréwnosgé Vs Y, wynika iz a s a.
Drugi jednoczesny test zgodnosci rodziny modeli ¥ jest oparty na
tzw. zasadzie Roya unii i przekroju i bedzie oznaczany symbolem STP2. Dla
Jjego okreslenia niezbedne Jjest wprowadzenie pojecia tzw. modelu
minimalnego rodziny ¥. Modelem minimalnym nazywamy taki model A[Tr] € 9,
ktéry nie implikuje Zadnych innych modeli z rodziny ¥. Oznaczmy rodzine

modeli minimalnych symbolem 4 Zgodnie z testem STP2 dowolny model

min’
A[Tr] € ¥ uznamy za nieadekwatny, gdy

2
Pans{ALTEL. 2 & use (3.2.10)
gdzie
2 " 2 ] ° ’
O e LY 1) ot (GT(ALT’1);A[7") < ¥ . ) . (3.2.11)
r
(zauwazmy, ze dla l[rr] S ’nin’ Gzax(‘[rr]) = GZ(A[Tr]))- Stata & jest

wyznaczona tak, aby spetniona byta dla przyjetego poziomu istotnodci a i
przy prawdziwo$ci modelu A[7] réwnosgé

P(GEax(‘[rl) S (3.2.12)

(GEBX(A[T]) oznacza tutaj zmienna losowg).

Nietrudno wykazaé, iz procedura STP2 Jest konsekwentna oraz,
dodatkowo, harmonijna (wg terminologii Gabriela, 1969), co oznacza iz
nieadekwatno$é dowolnego modelu rodziny ¥ (w szczegélnosci - modelu A[7T])
pocigga nieadekwatnos$é przynajmniej jednego z modeli implikowanych przez
ten model. Wada procedury jest fakt, iZ w ogélnym wypadku stata ¢ nie
moZze by¢ wyznaczona w sposéb doktadny, gdyz wymagaloby to znajomosci
doktadnego rozktadu zmiennej losowej wystepujacej we wzorze (:3::2.22)%
Standardowym sposobem postepowania w takich sytuacjach jest zastgpienie ¢
pPewn3 wartoscia ; > ¢, taka dla ktérej prawdopodobienstwo wymienione w
(3.2.12) jest nie wieksze od a. Do wyznaczenia E moZna zastosowad
nieréwnos¢ Bonferroniego (Miller, 1981, str.8; Alt, 1982) w sposéb
analogiczny do tego, w jaki zostala ona zastosowana do konstrukcji testéw
Jjednoczesnych w Jjednozmiennej (Gabriel, 1969) 1lub wielozmiennej (Calinski
i in., 1979) analizie wariancji. Zgodnie 2z (3.2.11) oraz wspomniang
nieréwno$cia mamy bowiem przy prawdziwos$ci modelu AM[7]
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P{aZ, (AL71) > £} = P(;?x(cz(llf’]); AT le % ) > € )

=1-e{ N (2(arr'1) < )}
ALY ]e'lin

s T P{G3(AI7’1) > ¢ }.
A[T']e!-in

Jezeli dalej zatoZymy, 2e liczba stopni swobody zwiazana z kazdym z modeli
minimalnych jest taka sama i wynosi Vi’ to otrzymujemy

P(GZ, (A7) > £} s T Pal(vy) > )

A[T']ei-in

s 2
=8 P{x" (v, )> £},

gdzie g oznacza liczbe modeli minimalnych rodziny ¥. Jedna z mozliwosci

wyboru ¢ jest przyjecie ¢ = x (v ). Wtedy

2
a/g' ‘min

P(G2, (A7]) > £ ) sg2=a ,

a wiec 23dana nierdéwnos$é jest speiniona.

Nale2y zaznaczyé, iz warto$é¢ krytyczna ¢ procedury STP2 moze byé
wyznaczona dokiadnie wtedy, gdy statystyki G2(5[7'])n AlT’] € % .+ 53
niezaleznymi zmiennymi losowymi (por. komentarz do wzoru 3.2.3). Przy

wprowadzonych powyZej zaloZeniach otrzymujemy wéwczas

P{Giax(‘[T]) >ey=1- 1 P(c*(AL7"]) < £)

’
ALY ]einin

=1 - [1-p(zz(v_in) > £}18 .

Tak wiec warunek (3.2.12) jest speiniony przez warto$é¢ ¢ wyznaczona tak,
aby

Pix(vy, ) > £} = 1-(1-a)1/8 | (3.2.13)

Warto$é krytyczna wyznaczona zgodnie 2z tym warunkifn Jjest oczywiscie
mniejsza od wartos$ci oznaczonej uprzednio przez ¢. Stosujgc metody
analityczne mozZna jednak wykazaé iz dla matych warto$ci a i duzych
wartosci g

1 - (1-a)l/8 o g

Tak wiec, w sytuacji niezaleznos$ci statystyk odpowiadajacych modelom
minimalnym, dobrym wyborem wartos$ci krytycznej dla procedury STP2 jest
ol 2
wybér L = la/g(vnin
odpowiada pewnemu przybliZeniu, a nie oszacowaniu z géry (jak to mialo

). Nalezy mieé¢ przy tym s$wiadomos$é, iz wybér taki

miejsce w sytuacji ogélnej), doktadnej wartod$ci krytycznej spelniajjcej
warunek (3.2.12).

Podajmy teraz pewne uwagi dotyczace pordwnania opisanych procedur



testowania jednoczesnego STP1 i STP2. Procedura STP2, bedac procedursy
harmonijng, zapewnia iz wnioskowanie przeprowadzone za Jej pomoc3 prowadzi
sawsgze do znalezienia chociaz Jjednej podtablicy odpowiedzialnej za
stwierdzenie nieadekwatnogci modelu A[T]. Zgodnie z ogélna teoria testoéw
Jjednocgzesnych, STP2 Jest procedura lepsza niz STP1, gdyz jest bardziej
rozkladajgca lub, inaczej, mocniejsza wzgledem modeli minimalnych rodziny
¢ (por. twierdzenie 6. 4, Calinski i in., 1979). Z drugiej strony,
zastosowanie w STP2 oszacowania gérnego E wartosci krytycznej ¢ powoduje
iz jest to procedura konserwatywna.

Aby prowadzié dalsze poréwnania STP1 i STP2 zastanbéwmy sie jak w
praktyce powinien byé dokonywany wybér modeli tworzgcych rodzine #.°
Zauwazmy, iz warunek (3.2.7) jest speiniony w szczegélnosci przez rodzine
wszystkich modeli implikowanych przez A[7]. Jednoczesne badanie zgodnosci
modelu A4 dla wszystkich podtablic tablicy 7 nie Jest jednak korzystne.
Pomijajac nawet kwestie ilosci niezbednych obliczen, postepowanie takie
nie jest konieczne ze wzgledu na konsekwentnosgd uzywanych procedur
testowych. W wieksgzosdci sytuacji praktycznych okazuje sie, Ze wyjasnienie
nieadekwatnosci modelu A mozZna przeprowadzi¢ wybierajac rodzine # w ten
sposbéb, aby skiadata sie ona tylko z modeli minimalnych o takiej samej
liczbie stopni swobody.

Waznym przypadkiem szczegélnym jest tutaj sytuacja, w ktérej
wyjasnianie nieadekwatnosci modelu A[T] przeprowadza sie ze wzgledu na
Jjedny, wybrang zmienny, powiedzmy A « Wybér rodziny modeli minimalnych o
takiej samej liczbie stopni swobody Jest wtedy réwnowazny wyborowi rodziny
podtablic tablicy 7 odpowiadajacych podzbiorom kategorii A o réwnej li-
czebnosci 1 (2 < 1 s I -l) Liczba wszystkich modeli tego typu Jjest réwna

R - [i"] .

Dobér liczby 1, nazywanej dalej rzedem modeli implikowanych, zalezy od
konkretnej sytuacji eksperymentalnej; warto$é 1 = 2 odpowiada wyborowi par
kategorii, wartosé¢ 1 = 3 - wyborowi tréjek kategorii, itd. Liczbe modeli
implikowanych mozna dodatkowo ograniczyé jezeli wsréd kategorii zmiennej
Aq istnieje kategoria "kontrolna", to znaczy taka, ktéra winna wystapié w
kazdej 2z rozpatrywanych podtablic. Wtedy 1liczba wszystkich modeli

R = Iq_1 .
1-1

Zagadnienie wyboru wartogci 1 w odniesieniu do pewnej klasy modeli

rozpatrywanego typu wynosi

nienasyconych jest réwniez poruszone w paragrafie =2, Przyktady
praktycznych podej$é do problemu pokazane s3 w paragrafie 4.

W zwigzku z przeprowadzonymi pordéwnaniami obu procedur zauwazZmy iz
wartosé krytyczna z dla STP2 zalezy od wyboru modeli minimalnych rodziny
¥. Tak wiec STP2, a nie STP1, powinna byd stosowana, gdy zainteresowanie
ogranicza sie do niektérych modeli implikowanych. Zastosowanie STP1 Jest



wéwczas uzasadnione tylko wtedy, gdy wybér modeli minimalnych nie zezwala
na wyznaczenie wartosci krytyczhej procedury STP2 (nie s3 to modele o
takiej samej liczbie stopni swobody). Poza tym, biorac pod uwage liczbe
niezbednych operacji, zastosowanie procedury STPl wydaje sie korzystniej-
sze wtedy, gdy Jjakkolwiek badamy zgodno$é niewielu modeli wybranych, to
jednak "potencjalnie" przedmiotem zainteresowania jest bardzo liczna ro-
dzina ¥ modeli implikowanych przez A[Y]. W takiej sytuacji STP1 przewidu-
Je wyznaczanie wartosci Gz tylko dla modeli wybranych. Procedura STP2
wymaga natomiast znajomos$ci wartosgci Gz dla wszystkich modeli minimalnych

rodziny ¥. Prowadzié¢ to moze do znacznej ilodci obliczen.

3.3. Modele rozkladalne

W dotychczasowych rozwazaniach tego rozdzialu obowigzywaio zailozZenie,
iz kazdy ze zbioréw xs kategorii generujacych podtablice Tlc Ty Jjest
przynajmniej dwuelementowy. Zapewnia ono, iZ tablica 71 Jjest rzeczywisdcie
tablica S-wymiarow3. Interpretacja modelu ‘[TI] jest wtedy dokitadnie taka,
Jjak interpretacja modelu ogélnego A[Y]. Okazuje sie jednak, iz dla pewnych
modeli logarytmiczno-liniowych tablicy 7 szczegélnie interesujace jest
rozpatrywanie modeli implikowanych podtablic o mniejszej liczbie wymiaréw.
Problemem tym zajmiemy sie w niniejszym paragrafie.

Zalé62my, 2e podtablica 71 tablicy 7 wybrana jest w ten sposéb, iz
K8=l dla s € y c P. Z uwagi na istniejgca zawsze mozliwoéé formalnej
zmiany numeracji zmiennych przyjmiemy, 2e » = {1,...,P}, P<S. Tablica 71
sktada sie wiec 2z podklas odpowiadajacych pewnej kombinacji kategorii
pierwszych P zmiennych. Macierz W, wybierajgca z wektora m liczebnosci
oczekiwane podklas tablicy 71' moZze byé wyznaczona 2zgodnie z ogélnym

wzorem (3.1.1), przy czym teraz

vV =e! ., » sey >

gdzie e oznacza wektor jednostkowy wymiaru Is posiadajacy jedynke na

E_ ¥

s’'"s
ia—tyl miejscu (is oznacza numer wybranej kategorii zmiennej As). Dla
dowolnego modelu A postaci (2.3), model implikowany tablicy TI mozZna
zapisaé w formie (3.1.3). Jednak, poniewaz Ks=1 dla s€y, macierze

wystepujace w (3.1.3) s3 postaci

z. =" 0 B »
a aCp\ 54
gdzie
IK s s€a,
.s . IKS, sefNa,
s

co w oznaczeniach paragrafu 2 moZna zapisadé¢ jako

= Y
s z;:r .

Tak wiec model implikowany AM[7 ] jest postaci
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Log Wm = asg(‘)zﬁz;-a\r / (3.3.1)
Zauwazmy, iz model (3.3.1) moZe byé w odniesieniu do Tl modelem nasyconym.
Jest tak wtedy, gdy dla pewnego aoe §(A) zachodzi réwnosdé
Z:Xr =lrmyy

a wiec wtedy, gdy ao\r = Ay . Jezeli na przykiad S=3 i 7 sefgdie fto
sytuacja taka ma miejsce dla modelu o klasie generujgcej g(A) = {13,23}.
Co wiecej, rézne modele ogélne mog3 implikowad takie same modele A[T ¥.
Prostym przykladem tego, znowu przy S=3 i = {1}, s3 modele ‘1 i 42 o
klasach generujacych 5(‘1) = (12,13} i 5(‘2) = {2,13}. W obu wypadkach,
w zapisie modelu implikowanego (3.3.1) wystapia macierze 223 223

Rozwazania powyzsze wskazuja, iz rozpatrywanie lodelu i-plikowanego
‘[7 1 w sytuacji, gdy 71 nie jest tablicag S-wymiarowa, ma sens praktyczny
tylko dla niektérych modeli 4. Formalnie Jednak dla dowolnego modelu A
rodgine modeli implikowanych uzupelnié mozna o wszystkie modele tego typu.
Jezeli bowiem T Jest tablica taka, ze A[T ] jest modelem nasyconym, to
implikacja (3.1. 4) spelniona jest w sposéb oczywi-ty.

Zalézmy teraz, iz, jak poprzednio, Ks-l dla sey oraz, dodatkowo, ze
Ks= I- dla 8 € Ny. Tak wybrana podtablica dotyczy jednej kombinacji
kategorii zmiennych A'. 8€y, oraz wszystkich kategorii pozostalych

zmiennych. Oznaczmy te podtablice symbolem ri o gdzie is. sey,
ceedp

1
jest numerem interesujgcej kategorii zmiennej As’ a wiec is= l""'Is'

Liczba réznych podtablic Ti i wynosi T(7), przy czym s3 to tablice
100

roziaczne. Przy wprowadzonych oznaczeniach, zanotujmy nastepujaca
definicje.

Definicja 3.3.1. Model A tablicy S-wymiarowej T nazywamy
7-rozkltadalnym, jezeli

A[T] o= ‘[711...ip; is=1""’Is' 8=1,...,P] .

Nietrudno 2znalezé uzasadnienie praktyczne tej definicji. Poniewaz

rozpatrywane tablice Ti ;. s3 roziaczne, to, zgodnie z (3:¢2 23)ssicdlia
1°++ip
modelu y-rozkitadalnego prawdziwa jest réwnosé
I ) S
c?(arry) = ... 3° Gz“[’i | 7 (3.3.2)
il=1 ip=1 1°°"°P

Statystyke G2 dla modelu ogélnego A[7] moZna wiec roziozyé na Tilr)

(asymptotycznie) niezaleznych skitadnikéw odpowiednich dla testowania zgod-
nosci A w pewnych podtablicach generowanych przez zmienne A é SErNY .
Definicja 3.3.1 wskazuje réwniez, iz w wypadku odrzucenia adekwatnoéci
A[T7] podane w paragrafie 3.2 procedury testowania Jednoczesnego korzystnie

Jjest zastosowad¢ w stosunku do T(7)-elementowej rodziny modeli
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® = “”11'--11,]; ig=l,...,1I_, 8=1,...,P}.

Rodzina ta skiada sie tylko z modeli minimalnych o takiej samej liczbie
stopni swobody, a wiec wlasciwg procedurg jest tutaj STP2. Jezeli
nieadekwatnosé¢ AM[7] wyjasniana jest 3ze wzgledu na jedng zmienng Aq
(przypadek szczegélny dyskutowany juz w paragrafie 3.2.), to ¥ jest
rodzing modeli implikowanych rzedu 1 = 1.

Podamy obecnie twierdzenie identyfikuj3ce modele rozkiadalne.

Twierdzenie 3.3.1. Model A o klasie generujacej g(Aa) Jjest
7-rozkiadalny wtedy i tylko wtedy gdy zca dla kazdego asf(A).
Dow6d. Oznaczmy przez 'i i macierz wybierajgca 2z wektora m
1°°+ip
liczebnos$ci oczekiwane podklas nalezacych do tablicy Ti i 1s=
1°°+ip
1,...,I_. Poniewaz dla kazdej tablicy 7T, . mamy J = I dla ser\y,
s ijeeeip s s
to dla dowolnego modelu A model implikowany A[Ti i ] mozna, zgodnie z
1°++ip
(3.3.1), zapisaé w postaci
[ oS W )
' 4 1 P
Log W, . m= > {(3.9.3)
ij..0ip acg (M) aNy “a\y

gdzie

Ny

X =@ B

aNy serny s
i gdzie

1 ’ sea.

X 3 s€a,
B_ = { Is
s

Z drugiej strony, Jjezeli A’ jest pewnym zbiorem zawartym w Q(ry), i
zatoZymy, iz dla kazdej kombinacji (il...ip), is=1,...,Is, prawdziwy jest
warunek

(£, ..845)
xS\r - 1 P

Log W, . m = ’
iy..01p Ben’ B8 B
to mozna pokazaé, ze dla pewnych wektoréw ug
Log m = ) X,  u 5 (3.3.4)
deg’ 5 b
gdzie §' Jjest klasg generujaca zbioru {6 : & = Buy, BeM'}. Jezeli
przyjety dla Ti i warunek jest postaci (3.3.3), to wystepujgcy w
1°°-ip

(3.3.4) zbiér §’ ma postaé {6 : & = (any)uy, a € g(M)}. Jest on réwny
zbiorowi g(M) wtedy i tylko wtedy, gdy (avy) u » = a dla a € (M), lub,
rOwnowaznie, gdy yca dla a € gG(AM). s]

Podajmy teraz pewne przykiady modeli rozktadalnych. Przy S=3 modelem
{1}-rozktadalnym jest model o klasie generujacej {12,13}. Jest on prawdzi-



wy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej z I1 dwuwymiarowych tablic genero-
wanych przesz Az i A3 prawdziwy jest model o klasie generujacej {2,3}.
Przy S=4, rozwazmy model o klasie generujacej {123,124}. Zgodnie z twier-
dzeniem 3.3.1 model ten jest {1}-, {2}- oraz {12)-rozkitadalny. Jego
prawdziwo$é jest wiec réwnowazna prawdziwosci modelu {23,24} dla kazdej z
I1 tablic tréjwymiarowych generowanych przez Az, Aa, A4. prawdziwodci
modelu (13,14} dla kazdej z Iz tablic generowanych przez Al' A3  § A4,
oraz prawdziwosci modelu {3,4} dla kazdej z III2 tablic dwuwymiarowych
generowanych przez A3 i A4. Sposéb zastosowania powyzZszych wiasnodci mode-
lu w trakcie analizy zalezy od okreslenia zmiennych Al' Az, A3 i A4 i ich
roli w eksperymencie.

Koficzagc ten paragraf zanotujmy fakt, iz modele nazwane tutaj
rozkiadalnymi byly rozwazane przez Bishop i in. (1975, str.105), jednak
tylko z punktu widzenia wyznaczania ocen liczebnosgci oczekiwanych. W
8wietle przedstawionych dotychczas rozwazan jest oczywiste, iz jezeli
model A Jest y-rozkiadalny, to oceny liczebnos$ci oczekiwanych podklas
tablicy 7 przy prawdziwosdci A mozna wyznaczy¢é dla kazdej z podtablic

T, ; niezaleznie, zakladajjac prawdziwo$é modelu A[7T -
igeedip il"'lp

4. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA

w paragrafie tym dokonamy analizy wynikoéw doéwiadczenia
przeprowadzonego w Pracowni Genetyki Odpornosci Instytutu Genetyki Ro&lin
PAN w celu oceny odporno$ci odmian rzepaku na chorobe powodowang przez
grzyb Sclerotinia Sclerotiorum (Lib.) de Bary (dane niepublikowane). W
doswiadczeniu brato udziat pieé odmian. Obserwacje byly dokonywane w
trzech terminach, natomiast stopien porazenia roélin byt mierzony w skali
pieciostopniowej. Wyniki do$éwiadczenia, przedstawione w Tabeli 1, stanowia

tréjwymiarowa tablice kontyngencji. Generujace te tablice zmienne to: A

1
- odmiana (5 kategorii), A2 - termin (3 kategorie) i A3 - stopien
poraZzenia ro$lin (5 kategorii). Zmienne Al i Az s3 czynnikami, natomiast

A3 Jest zmienn3g losowa.

Analize statystyczna rozpatrywanej tablicy rozpocznijmy od testowania
zgodno$ci (na poziomie 0.05) modelu M o klasie generujacej {12,13,23},
ktéry w tym wypadku opisﬁje brak interakcji czynnikéw A1 i A2 pod
wzgledem wplywu na rozkiad zmiennej A3. Liczba stopni swobody dla tego
modelu wynosi 32. Obliczenia wskazuja, ze Gz(A) = 53.67, a wiec model A
nie jest adekwatny. Do wyja$nienia tej nieadekwatno$ci zmierza dalsza
analiza polegajaca na testowaniu zgodnodci modeli implikowanych przez A.

Tok postepowania pPrzy wyjagnianiu nieadekwatnosgci modelu
nienasyconego zalezy od interpretacji tego modelu w konkretnej sytuacji
eksperymentalnej. W naszym wypadku model A, opisujacy brak interakcji
Al x Az, korzystnie jest interpretowaé na dwa sposoby. Po pierwsze, jako

model stwierdzaj3cy, 2ze wplyw terminu (AZ) na stopiefi porazenia ro$lin
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(opisany przez zmienn3 losowg A3) jest taki sam dla kazdej odmiany (Al).
Po drugie, jako model opisujacy sytuacje taka, w ktoérej niejednorodnosdé
odmian pod wzgledem stopnia poraZzenia rog#lin jest taka sama we wszystkich
terminach. PoniZzej przeprowadzamy analize pewnych modeli implikowanych
przez A, bazujaca na takich dwéch interpretacjach.

Przyjmujac pierwsze z wymienionych znaczerih modelu A, zastosujemy do
wyjas$nienia nieadekwatnogci tego modelu procedury testowania jednoczesnego
opisane w paragrafie 3.2. Sprébujmy za ich pomoc3 znalezé taka odmiane,
dla ktérej wpiyw terminu na stopienn porazenia ro$lin jest rézny od tego
wplywu dla pozostalych odmian. Mozna to uczynié¢ badajac zgodnosé A we
wszystkich podtablicach tablicy oryginalnej odpowiadajacych czwérkom
odmian, to znaczy przeprowadzajac testowanie zgodnos$ci rodziny wszystkich
modeli implikowanych rzedu 4 wybranych ze wzgledu na zmienn3 Al. Wyniki
obliczen podaje Tabela 2. W ich &wietle nalezatoby formalnie stwierdzid

Tab.2. Wyniki testowania zgodnos$ci modelu opisujgcego brak interakcji
A.x A, dla wszystkich podtablic odpowiadajacych czwérkom odmian

1 2
Odmiana Wartodé statystyki

Odmiany pominieta G2

Q,J,N,G P 32.45
P,J,N,G Q 43.217
P,Q,N,G J 41.91
P,Q,J,G N 41.84
P,Q,J,N G 40.73

Wartos$é krytyczna

dla testowania jednoczesnego
procedura STP2

na poziomie 0.05

42.98

nieadekwatnogé¢ modelu A dla podtablicy odpowiadajgcej odmianom P, J, N i
G. Nie moze to jednak byé wniosek zbyt kategoryczny, gdyz wartos$é G2 dla
tej podtablicy jest bliska wartosci krytycznej. Dodatkowo, zbliZone
wartosci G2 otrzymano takze dla trzech innych podtablic wymienionych w
Tabeli 2. Bardziej interesujacy wydaje sie fakt, iz wartos¢ G2 dla
podtablicy zwigzanej z odmianami Q, J, N i G jest znacznie mniejsza od
wartosci krytycznej. Nalezy zatem przypuszczaé, iZ odmiang, dla ktérej
wplyw terminu na stopien poraZenia roélin jest rézny od pozostalych, jest
odmiana P. W odniesieniu do modelu ogélnego oznacza to, iz odmiana P
okazala sie najbardziej odpowiedzialna za istnienie interakcji A x A w
calej tablicy kontyngencji.

Zastosowany powyZej wybdér rodziny modeli implikowanych nie Jjest
jedynym mozliwym wyborem. Do wyjasnienia przyczyn nieadekwatnosci modelu A
mozemy takze dazyé poprzez testowanie zgodnos$ci tego modelu dla podtablic
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dotyczgcych wszystkich par odmian (modele rzedu 2). Postepowanie takie
odpowiada poréwnywaniu odmian (kazdej odmiany z kazda) pod wzgledem wpiywu
terminu na stopient porazenia ro$lin. Analizuj3gc wyniki obliczen
przedstawione w Tabeli 3 stwierdzamy znaczne podobiefistwo odmian P i G
oraz odmian Q, J i N.

Tab. 3. Warto$é¢ statystyki 62 dla por6éwnani odmian pod wzgledem wplywu

terminu na rozkiad zmiennej A3 opisujacej .stopiei porazenia

roslin
Odmiana
P Q J N
Q 20.69
J 18.56 3.91
N 2359 5.19 2.25
G 5.08 1121 17.43 12.56

Wartosé¢ krytyczna

dla testowania jednoczesnego
procedura STP2

na poziomie 0,05

23.11

PrzejdZmy 2z kolei do préby wyjasnienia nieadekwatnosci modelu A
korzystajac z drugiej interpretacji tego modelu. Bedziemy zmierzaé¢ do
wskazania takiego terminu, w ktérym niejednorodno$é odmian ma charakter
inny niz w pozostalych terminach, lub inaczej, do znalezienia termipéw
podobnych pod wzgledem niejednorodnos$ci odmian. We wnioskowaniu nie
skorzystamy z procedur testowania Jednoczesnego. PokaZzemy natomiast sposéb
praktycznego wykorzystania dekompozycji statystyki GZ(A) okreslonej wzorem
(3.2.11). Uzasadnione jest przy tym ograniczenie sie do rozpatrzenia dwéch
podtablic oryginalnej tablicy 7 : podtablicy Tl odpowiadajgcej terminom
1 i 2 oraz podtablicy T2 odpowiadajgcej terminom 2 i 3. Rezultaty
odpowiednich obliczerni dogodnie jest przedstawié w sposéb wskazany w
Tabeli 4. Pokazuje ona, iZ przejs$cie od opisu badanej tablicy kontyngencji
za pomoc3g modelu A[7] (postulujgcego Jjednakowe zréZnicowanie odmian we
wszystkich terminach) do opisu tej tablicy =za pomoca modelu ‘[Tl]
(postulujjcego jednakowe zrézZnicowanie odmian w terminach 1 i 2) zwigzane
Jest 2z poprawag adekwatnos$ci modelu odpowiadajjcej wartosci 2373
statystyki warunkowej. Model A[Tll nie jest jednak adekwatny, jezeli
utrzymamy przyjety wczesniej poziom istotnosci 0.05. Podobne
rozumowanie moZna przeprowadzi¢ w odniesieniu do modelu A[TZI. Tutaj
poprawa adekwatnos$ci opisana jest przez warto$é statystyki warunkowe j
réwng 41.61, przy czym model A[Tzl nalezy uznaé¢ za adekwatny do sytuacji
zaobserwowanej. Wnioskujemy wiec, 2ze struktura analizowanej tablicy
kontyngencji moze byé opisana za pomoca modelu 1[72] postulujacego brak

interakcji A xA2 w podtablicy Tz.

1



Tab. 4. Analiza zgodnosci modelu A dla tablicy oryginalnej 7T
oraz podtablic Tl (terminy 1 i 2) i T2 (terminy 2 i 3)

Wartosdé Liczba Wyliczony
Zgodno#é modelu statystyki stopni poziom
G2 swobody istotnosci
AlT] 53.67 32 0.010
‘[71] 29.94 16 0.018
ALT]|AL7]] 23.73 16
A[Tzl 12.06 16 0.740
A[nlnrz] 41.61 16

Podsumujmy uzyskane wnioski dotyczace wyjasnienia nieadekwatnogci
modelu stwierdzajacego brak interakcji Alx Az w rozpatrywanej tablicy
kontyngencji. Z pierwszej czesci przeprowadzonej analizy wynika, iz model
ten nie jest adekwatny dlatego, 2Ze wpiyw terminu na stopiefi porazenia
roglin odmian Q,J,N i G jest inny niz dla odmiany P. Pokazalidmy takze, Ze
najbardziej zblizong do odmiany P jest odmiana G. Druga czes$¢ analizy
wskazata, iz nieadekwatno$¢ modelu wynika z tego, Ze zréZnicowanie odmian
w terminie 1 jest inne niz w terminie 2. JeZeli obserwacje bytyby
dokonywane tylko w terminach 2 i 3, to strukture odpowiedniej tablicy
kontyngencji mo2na byloby opisaé w sposéb adekwatny za pomoc3a modelu
stwierdzajgcego brak interakcji.

Ostatni 2z zanotowanych powyZzej wnioskéw wskazuje, ze dla tablicy
opisujgcej stopien porazenia roé$lin pieciu odmian w terminach drugim i
trzecim moZna przeprowadzi¢ dalsza analize polegajaca na testowaniu
zgodnosci modeli logarytmiczno-liniowych o mniejszej liczbie
parametréw. W Tabeli 5 s3 przedstawione wyniki testowania modelu
opisujacego jednorodno$é odmian pod wzgledem stopnia porazenia ros$lin
(model ‘1) oraz modelu opisujgcego brak wplywu terminu na stopien
poraZenia roslin (model Az). Oba te modele nie s3 adekwatne.
Nieadekwatnosdé ‘l oznacza, 2ze zréznicowanie odmian w terminie drugim i
trzecim jest istotne. Nieadekwatnogé ‘2 oznacza, Ze istotny jest wplyw
terminu obserwacji na stopienh poraZenia roslin.

Na zakoficzenie sprébujmy stwierdzong powyzej nieadekwatno$é modelu 11
o klasie generujacej (12,23} wyja$nié poprzez rozbicie wartosdci G2 dla
tego modelu na skitadniki zwigzane z terminami pierwszym i drugim. MoZemy
to wuczynié, poniewaz model ‘1 Jjest modelem {2}-rozktadalnym. Wyniki
obliczen, przedstawione w Tabeli 6, wskazuj3a Ze zréZnicowanie odmian pod

wzgledem stopnia porazenia roglin jest istotne w obu terminach.
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Tab. 5. Wyniki testowania zgodnos$ci wybranych modeli nienasyconych
tablicy kontyngencji odpowiadajacej dwu ostatnim terminom

obserwacji
Klasa Wartosdé Liczba Wyliczony
Model generujaca statystyki stopni poziom
2 swobody istotnosci
A {12,13,23} 12.06 16 0.740
‘1 (12,23} 233.53 32 0.000
‘2 {12,13} 75.10 20 0.000

Tab. 6. Wartosci statystyki G2 dla testowania zgodnos$ci modelu
opisujgcego brak zréznicowania odmian w terminach

drugim i trzecim

Termin Wartosé statystyki 02
113.22
2 120.31
Razem 233.53
Wartos$é krytyczna
dla testowania jednoczesnego 28.85

procedurg STP2
na poziomie 0.05
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ANALYSIS OF CONTINGENCY SUBTABLES USING THE LOG-LINEAR MODEL

Summary

The paper describes methods of explaining the inadequacy of a
log-linear model of a multidimensional contingency table by testing the
fit of implied models. Some individual and simultaneous testing procedures
are proposed. The problem of the proper choice of the family of implied
models is discussed, in particular for the class of the so called
decomposable models. The theory is illustrated with an example of the
analysis of a contingency table obtained in the study on rape varieties

resistance.
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